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Seriesy Transformadale Fourier
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Series de Fourier

Las series de Fourier describen senales periodicas como un;
combinacion de senales armonicas (sinusoides).

Con esta herramienta podemos analizar una sefal periddica
terminos de su contenido frecuencial o espectro.

Nos permitira establecer la dualidad entre tiempo y frecuenci
de forma que operaciones realizadas en el dominio temporal
tienen su dual en el dominio frecuencial.

Forma trigonometrica de las series de Fourier: se pretende
describir una funcion periodicg(t) de perioddr (frecuencia
fundamentaf=1/T, w,=211f)).

X, () :%+aicos(ou0t)+---+ak codkagt)+---+b sin(wyt)+--- +b, sin(ket)+---

- % + 21 a, Cog(kwot)+ b, sin(ka)ot)
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Series de Fourier

0 En forma exponencial: x,() =) X[Kexp(jkw,t)
o Se ha empleado la ecuacion de Eules™ = cosa + j sem
-~ Se demuestra que xs[k]:%(a(—ij)

0 Célculo de los coeficientes xs[k]:% lxp(t)exp(—jko.bt)dt

0 Relacion de Parseval : 5
= 2 [ Xdt= 5 XK

k=—o0

o La potencia contenida en una senal puede evaluarse a partir de los
coeficientes de su correspondiente serie de Fourier.
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Series de Fourier

Espectro de sefales periodicas : Los coeficieqf&s son los
coeficientes espectrales de la seq)d).

La grafica de esos coeficientes en funcion del indice armonic
k 0 de las frecuencidsy,, se denomina espectro.

Hay dos tipos de graficos, uno de magnitud con los coeficie
tes|XJKk]| y otro de la fase d¥ k] .

La funcion|XJk]| asi como la fase d&[k] son funciones
discretas de la frecuencia.

Es importante saber cuantos armonicos seran necesarios pa
reconstruir una senal dada. Para ello utilizaremos la relacion
de Parseval.
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Series de Fourier

Un parametro importante en la reconstruccion de sefales es
velocidad de convergencia, o lo gue es lo mismo la velocidac
a la cual los coeficientes de Fourier tienden a 0.

Propiedades Superposicion ax, (t) + By, (1) - aX{K+BY{ K
Derivada Xy (1) o jk2my XK (k# 0)

t X[K]
Integral Io X (9 dt- ot +C (kz0)

0]
Retraso X,(t—a) « X[ Kexpt jkerfa )

Escalado Xat) « XK  (armonicos en f 5&j
X-t) « Xg[-K] = X4 K

Modulacion cos(n27t§ ) x (9 - %{ X[k f+ 4 k T
%{xp(t+a)+ X,(t—a)} « cos@mh,a )X K

Convolucion (X y()t- ¥ K & ]k
X+ Y, (D) < XK Y{ K
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Series de Fourier

0 Respuesta de un sistema a entradas periodicas
o Tenemos un sistema cuya respuesta a impulsft)eSi sometemos
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esta sistema a una entrada armor{faexp(jut), la respuesty(t)
sera la convolucion de&(t) conx(t):

y() = [h(A)exd jo ¢ -2 }dA = expfat f'h 4 Jexptjor g =x (H b )

Como toda sefad,(t) puede ser expresada como una suma infinita de
armonicos Yy aplicando el principio de superposicion:

%= 3 XKexp(ia,t) v, (M= 3 X B H ko] exp(jio, 1

k=—c0 k=—00

La respuesta del sistema a una sefial periodica es también una sena
periodica de la misma frecuencia que la senal de entrada, pero con
diferentes magnitudes y fases.

La respuesta de un sistema a entradas armonicas nos da la respugest
estacionaria del sistema.
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Series de Fourier

0 Efecto Gibbs

B

17/11/99

Para sefales discontinuas, su reconstruccion a partir de las series de
Fourier produce el llamado efecto Gibbs, que consiste en la aparicio
de un pico del 9% en el punto de discontinuidad. Este efecto se da
Incluso cuando se emplea un nimero grande de armoémicos para la
reconstruccion.

Si gueremos aproximar una funcion periodica con discontinuidades
gue tiene infinitos armonicos, tendremos que truncar la funcion hasta
el armonicaN. Esto nos va a producir el efecto Gibbs.

Para eliminarlo se utilizan las llamadas ventanas espectrales que
suavizan la reconstruccion de la funcion. Veremos mas acerca de les
ventanas en capitulos proximos.

Capitulo 3: Series y Transformada de Fourier7



5° Curso-Tratamiento Digital de Sefal

Jransformadale Fourier

Queremos ampliar el concepto de series de Fourier a senale
no periodicas. Podemos visualizar una senal no periddica
como una senal continua de periodo Infinito :

El espaciado entre frecuencias se aproxima a 0 y es por tanto una
funcion continua.

La sefal pasa a ser de potencia a sefnal de energia.

Los coeficienteX k] son 0. Ya no es un indicador del contenido
espectral de la senal.

Se define la Transformada de Fouriex@gcomo
(f)_nm TOX[K = I)(Dexp(— prrft) dt
Relacion entre las Series y la Transformada de Fourier:

1 X(w) es la funcion envolvente dglk] .

o SI muestreamoX(w) a intervalod,, la funcion resultante es el
espectro de una senal periddica de periggad/f,.
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Jransformadale Fourier

o Es decir, muestrear en el dominio frecuencial se corresponde con
senales periodicas en el dominio temporal.

o X(f)=T X [K]

ko=t

0 Xs[k]:¥

f =kf,

0 Transformada Inversa de Fourier para una funxioy) :

X(t) = }X(f)exp(jant)df
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Jransformadale Fourier

0 Propiedades de la Transformada de Fourier

Superposicion F{ &)t by}t= &)+ v

Derivada

Integral

Escalado
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F{x()} = wXw)

F{x" (0} = (jo)"X(w)

F{- pmo( 3} = 2mX(w)
F{(=j2rt)"x(®)} = (21" X" (@)

Ot 1
F EL X9 dt]= i X(w) +1X(0)o(w)

Flen= KF

Desplazamient& { (xta)} = & (W)
F{e?™ X9} = X( f-a)
F{ X0 ¢} = %o W)

F{x(t)y()} = E[me(w)]

Convolucion

Parseval

[ 20} d= 2l Xof o

Teorema

del valorinicial X(0) = lim] jeX(co)]

Capitulo 3: Series y Transformada de Fourier10




5° Curso-Tratamiento Digital de Sefal

Jransformadale Fourier

0 Podemos utilizar la Transformada de Fourier para analizar la
respuesta a sistemas LTI, valiéndonos del hecho de que
convolucion en el tiempo equivale al producto en el dominio
frecuencial.

Si la respuestg(t) a un sistema con una respuesta a impulso
h(t) y entrada(t) con condiciones iniciales cero es

y(t) = x()h(Y
Aplicando la Transformada de Fourier a ambos miembros,
Y(w) = Xw) Hw)

H(w)=Y (w)/X(w) es la funcion de Transferencia del sistema. Esta
nos permite analizar la respuesta frecuencial del sistema.

Como se vio en las Series de Fourier, se puede analizar la respuesta en
estado estacionario del sistema a partid(te).

17/11/99 Capitulo 3: Series y Transformada de Fourierll




5° Curso-Tratamiento Digital de Sefal

Jransformadale Fourier

0 Limitaciones de la Transformada de Fourier
o El sistema debe tener condiciones iniciales cero.
o Entradas gue no son sefiales de energia requieren el uso de impulso

0 Por ello se extiende el concepto de la Transformada de
Fourier a la Transformada de Laplace.
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Espectro de la seng(t) = rect(t)

Frecuencia (Hz)
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Reconstruccion de(t) (15 armonicos) a partir de muestreos en el espectro
Muestreos cada 0.25 Hz

1.2

Capitulo 3:

Series y Transformada de Fourierl4




5° Curso-Tratamiento Digital de Sefal

Reconstruccion de(t) (15 armonicos) a partir de muestreos en el espectro
Muestreos cada 0.5 Hz

1.2 . :
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Magnitud vs indice k

15 20 25
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Fase vs k

15 20 AS
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power( ) & cumulative power() vs k

15 20 25
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Reconstrucciones de un periodo de x(t)

N aco~n /)

G POTTAN
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Reconstruccion con 25 armonicos

oo
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Reconstruccion real-) y suavizada {) con 25 armonicos

1.2
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